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Der Gruppenbegriff in der Geometrie

Von E.ScHUBARTH, Basel

So stark die mathematische Forschung sich auch
verzweigt hat, ihr Aufbau ist im wesentlichen tiberall
derselbe und durch wenige zentrale Begriffe geregelt.
Im Gang der Entwicklung tritt freilich der eine oder
andere besonders in Erscheinung. So ist das Kenn-
zeichen der neueren Mathematik der Funktionsbegriff
und ebenso unbestritten fiir die letzten hundert Jahre
der Begriff der Gruppe. Seine Bedeutung fiir die Geo-
metrie erkannt und dargestellt zu haben, ist das Werk
Ferix Kiens. Der vorliegende Bericht wird daher in
erster Linie seinen Beitrag zur heutigen Ansicht vom
Wesen der Geometrie wiirdigen, er soll den Ausbau
und die Weiterentwicklung seiner Amnsitze in den
letzten Jahrzehnten aufzeigen und an Hand dieses
Ausschnittes aus der Geschichte der neuesten (Geo-
metrie cinen Einblick bieten in die Antriebe der mathe-
matischen Betdtigung iiberhaupt, an einem Thema,
das durch seine Beziehung zum Raumproblem, also
der Grundfrage der Geometrie, ein allgemeines In-
teresse beanspruchen darf.

Zum Beginn: Was ist eine mathematische Gruppe?
Per Definition c¢in System von Elementen mit fol-
genden vier Eigenschaften:

1. Zwischen zwei gleichen oder verschiedenen Ele-
menten in bestimmter Reihenfolge ist eine Verkniip-
fung erklirt, die ihnen eindeutig ein Element des Sy-
stems zuordnet.

{Man kann die Verkniipfungsoperation «Multipli-
kation» nennen und durch Hintereinanderstellen der
beiden Elemente bezeichnen, wie es bei der gewdhn-
lichen Multiplikation von Zahlen iiblich ist, nur ist
hier die Reihenfolge zu beachten. Das den Ausgangs-
elementen zugeordnete Element heiBt dann ihr «Pro-
dukt», die Ausgangselemente «Faktoren».)

2. Die Verkniipfung ist assoziafiv, d. h. bei mehreren
Faktoren ist die Art ihrer Zusammenfassung zu Teil-
produkten auf das Gesamtprodukt ohne EinfluB.

3. Es gibt ein Element, das als Faktor auf das Pro-
dukt keinen EinfluB hat, das «Einselement» der Multi-
plikation, und zwar fiir jedes Element des Systems das
gleiche Einselement, die Einkeit E der Gruppe.

4. Zu jedem Element existiert im System ein «in-
verses», dessen Verkniipfung mit dem ersten zur
Gruppeneinheit fithrt.

Die feineren Einzclheiten, wieweit die genannten
Postulate einander eventuell bedingen, lasse ich bei-
seite. Ich gebe sofort einige Beispiele von Elementsy-
stemen an, die eine Gruppe bilden. Man nennt das eine
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Verwirklichung oder Darstellung einer abstrakten
Gruppe. Die ersten entnehme ich der ebenen Geome-
irie.

1. Die Verschiebungen (Translationen) in einer vor-
gegebenen Parallelenschar.

Als Verkntipfung gilt das Hintereinanderschalten
zweier Translationen. Thre Assoziativitit ist offen-
kundig. Das Einselement ist das «in Ruhe lassen,
das als unecigentliche Translation hinzuzunehmen ist.
Zu jeder Verschiebung gibt es die inverse, nimlich die
Verschiebung von gleicher Linge, aber in umgekehrter
Richtung.

2. Die Drehungen (Rotationen) um einen vorgege-
benen Punkt bei analoger Erklirung.

Unsere Definition der Gruppen weist ferner auf eine
Verwirklichung im Bereich der Arithmetik hin:

3. Die natiirlichen Zahlen und die positiven Briiche,
die sogcnannten positiven rationalen Zahlen mit der ge-
wohnlichen Multiplikation als Verkntipfungsoperation.
Das Einselement ist eben die Zahl 1. Invers zu 17 ist
die zu 17 reziproke Zahl 1/17. Das Assoziativgesetz
sagt aus, daBl ein Produkt aus mehreren gegebenen
Faktoren auch chne Klammersetzungen eindeutig be-
stimmt ist.

Das Vertauschungsgesetz der Multiplikation ist da-
gegen bei Gruppen im allgemeinen nicht erfiillt. Wir
werden sogleich an einer geometrischen Gruppe er-
kennen, daf} die Reihenfolge der Faktoren das Produkt
beeinflussen kann.

4. Die ganzen Zahlen (S 0) nach der Addition ver-
kniipft. Das Einselement ist die Zahl 0, invers zu 17
ist die entgegengesetzte Zahl —17 usw. Vergleiche die
geometrische Deutung als Gruppe der Verschie-
bungen (Beispiel 1).

Man erkennt, daf die Erweiterungen des urspriing-
lichen Bereichs der natiirlichen Zahlen zu dem Bereich
aller ganzen und dann der rationalen Zahlen (mit dem
Ziel: alle linecaren Gleichungen 18sbar zu machen)
mit dem Gruppenbegriff zusammenhingen.

Falls ein (echter) Teil der Elemente einer Gruppe
unter sich die Postulate des Gruppenbegriffs erfiillt, so
heiBt man das Teilsystem eine (echte) Untergruppe
der Gesamtgruppe. So ist jede Gruppe von ebenen
Translationen oder Rotationen als Untergruppe in der
Gruppe aller Bewegungen in der Ebene enthalten.

Aus den Rotationen kann man einfache Beispiele
endlicher Gruppen bilden, das sind Gruppen mit nur
endlich vielen Elementen. Vier Drehungen um einen
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rechten Winkel ergeben eine volle Umdrehung (Ifig. 1);
deren Resultat ist die Figur in der Ausgangslage; d.h.
die Viertelsdrehung V viermal ausgefithrt, ist im Er-
gebnis gleichwertig mit dem Einselement E, das nichts
indert: VVVV=E.

Fig. 1.

Das Element V «erzeugt» die Gruppe (V, V2, V3,

V4= E) aus 4 Elementen.
Vs

V3 erzeugt die gleiche Gruppe: g;:%: z g: :‘ gzy
(V34 =Vi2=F

V2 dagegen, die Drehung um 1809, erzeugt nur die Un-
tergruppe aus 2 Elementen der Spiegelungen an einem
Punkt: (V2 (V32 =TV¢= E).

Eine wnichtkommutative Gruppe bilden schon die
ebenen Bewegungen: der Endzustand nach einer
Translation und nachfolgenden Rotation ist im allge-
meinen verschieden von dem Zustand, den dieselben
Transformationen in umgekehrter Reihenfolge erzeu-
gen: TR+ RT (Fig.2).

TH#RT

P oo r/\%

Fig. 2.

Nach dieser Einfithrung weise ich kurz auf einige
sinnfillige Verwendungsarten der endlichen Gruppen
hin sowie auf die Anfinge der Gruppentheorie in ihrer
expliziten Fassung.

Im Raum sind die endlichen Bewegungsgruppen der
mathematische Ausdruck fiir die Anordnungsmaglich-
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keiten diskret verteilter Materie in regelméBigen Glie-
derungen?!. Es gibt 230 solche Gruppen. Mit ithrer Hilfe
gelingt rein deduktiv die Bestimmung der mdéglichen
Kristallsysteme. Der Zusammenhang der endlichen
Gruppen mit den platonischen Kdorpern liegt auf der
Hand. Ferix KieiN hat ihn in seiner ganzen Tiefe
ausgeschopft und zur Darstellung der Theorie der
Gleichungen funften Grades beniitzt®. Die Deck-
operationen reguldrer Punktsysteme bilden eben eine
Gruppe, sie ist der Kern degsen, was in Mathematik
und Kunst uns geistig anspricht. — Dafi der Gehalt an
Symmetrien in den Ornamenten der Agypter und
Araber ein hochentwickeltes mathematisches Ge-
dankengut reprisentiert, hat ANDREAS SPEISER und
WOLFGANG GRAESER zu eingehenden Studien ver-
anlaBt3, Von den Gesichtspunkten der Gruppentheoric
her hat GRAESER die Kontrapunkte der Kumst der
Fuge® so geordnet, wie wir sie heute zu hiren gewohnt
sind, und dem Interesse fiir Bacus letztes Werk neue
Gesichtspunkte erschlossen,

Innerhalb der Mathematik im engeren Sinn ist das
Musterfeld fir endliche Gruppen die Kombinatorik.
Sie handelt von der Vertauschung von Elementen.
Das Studium der Vertauschung von Gleichungswur-
zeln ist das Forschungsgebiet, in dem die Gruppen
zum erstenmal durch den 1832 mit 21 Jahren im Duell
gefallenen EVARISTE GALOIS explizit dargestellt worden
sind. Dessen gesamte mathematischen Werke? bilden
ein schmales Béndchen von 60 Seiten; der gréBere
Teil dieser Abhandlungen ist erst 1846 verdffentlicht
worden. Am Abend vor seinem Tod schrieb GaLois
seinem Freund AucusTE CHEVALIER eine gedringte
Ubersicht der ihn bewegenden Gedanken nieder. Sie
endet: «Tu prieras publiquement JAcoBI ou GAUSS
de donner leur avis, non sur la vérité, mais sur 1'im-
portance des théorémes. Aprés cela, il y aura, j’espére,
des gens qui trouveront leur profit & déchiffrer tout
ce gAchis» Wirksam geworden sind die Ideen von
Garors tatsichlich erst gegen 1870. In diesen Jahren
hat CAMILLE JORDAN seinen Traité des substitutions
fertiggestellt, die erste zusammenfassende Darstellung
der endlichen Gruppen und ihrer Verwendung in der
Algebra, von ihm selbst als ein Kommentar zu Gavrois
bezeichnet. FELix KiEIN, der nachmalige groBie Or-
ganisator der mathematischen Forschung und des
mathematischen Unterrichts in Deutschland, und der
Norweger SoPHUS Li1E haben um dieselbe Zeit in Paris
die neuen Ideen aufgegriffen und spiter die Lehre von
den kontinuierlichen Gruppen entwickelt, zunichst
in der Form der Gruppen von Transformationen, die

1 J.J. Burckuarpt, Die Bewegungsgruppen der Kristallogra-
phie (1947). Birkhauser, Basel.

2 F. KLeIN: Vorlesungen iiber das Ikosacder (1884). Teubner,
Leipzig.

3 A. Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung,
3. Aufl. 1937. Springer, Berlin.

4 W. GRAESER, Bach-Jahrbuch 1924 (1925).

% E. Garois, (Buvres mathémat. (1895). Gauthier-Villars, Paris.
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von stetig verdnderlichen Parametern abhingen, so
wie sie der iiblichen Geometrie zugrunde liegen.

Nach einer gemeinsamen Arbeit von KLEIN und LiE
iber die Bahnkurven der projektiven Gruppe in der
Ebene erschien 1872 das sogenannte Erlanger Pro-
gramm, unter dem Titel Vergleichende Betrach-
tungen iiber meuere geometrische Forschungen, von
KLEIN beim Antritt seiner Professur in Erlangen her-
ausgegeben. Meine Absicht ist, den Inhalt dieser Pro-
grammschrift auseinanderzusetzen und die Wege an-
zugeben, die im Anschluf daran die Entwicklung der
Geometrie genommen hat.

I

Damals bestanden nebeneinander eine Reihe von
Forschungsgebieten der Geometrie. KLEIN vermochte
ihr Verhiltnis untereinander abzukliren, indem er eine
vertiefte Auffassung vom Wesen der Geometrie vor-
trug. Zur Erlduterung erinnere ich an die Gliederung
der elementaren Geometrie in die Lehre von der Kon-
gruenz, der Aknlichkeit und der affinen oder allgemei-
ner der projektiven Verwandischaft der zu betrachten-
den Figuren. Als Muster einer soclchen dicne die Ab-
bildung der Punkte einer Ebene auf eine zweite durch
Strahlen, die in einem Punkt auBerhalb beider Ebenen
zusammenlaufen. Dabei wird z.B. ein Kreis im all-
gemeinen auf eine Ellipse abgebildet, wie man das aus
der Perspektive gewohnt ist. Eine Kette von perspek-
tiven Abbildungen nennt man eine projektive Trans-
formation. Die projektive Geometrie der Ebene sucht
nach solchen Eigenschaften, die einer beliebigen Ori-
ginalfigur und ihrem Bilde bei projektiven Transfor-
mationen gemeinsam sind.

Damit ist am Beispiel der Zentralprojektion der
Grundgedanke des Krlanger Programms bereits
sichtbar geworden, ndmlich: Jeder Geometric liegt
eine Gruppe von Transformationen zugrunde, die an-
zuwenden sind auf die Elemente, aus denen man sich
den zu betrachtenden Raum aufgebaut denkt. Das
konnen sein Punkte, Geraden, Ebenen, aber auch
Kugeln oder noch andere geometrische Gebilde, ja,
inhaltlich nicht bestimmte Gegenstdnde unseres
Denkens, die lediglich die durch die Axiome unserer
Geometrie geforderte Struktur zu erfiillen haben. Das
die Geometrie bestimmende Element sind aber nicht
die Figuren, sondern es ist die Gruppe von Transforma-
tionen, denen die Figuren unterworfen werden sollen,
und was der Geometer zu kennen wiinscht, das sind
die unverdnderlichen Eigenschaften, die «Invarianten»
der Figuren. Mit den Worten KLEINS: «Es ist eine
Mannigfaltigkeit und in derselben eine Transforma-
tionsgruppe gegeben; man soll die der Mannigfaltig-
keit angehorigen Gebilde hinsichtlich solcher Eigen-
schaften untersuchen, die durch die Transformationen
der Gruppe nicht geindert werden.»

Je nach der Art der Grundgruppe werden natiirlich
besondere Figuren eine ausgezeichnete Rolle spielen,
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etwa Kreise und Kugeln bei Ahnlichkeiten, Geraden
und Ebenen bei der projektiven Gruppe.

Die Transformationsgruppen fiir die erwihnten
Zweige der Geometrie sind nun (vgl. das Schema S.389)
die folgenden:

1. Fur die Kongruenz: die Bewegungen (evtl. mit
EinschluB} der Spiegelungen), insbesondere die Unter-
gruppen der Translationen und der Rofationen.

Invarianten gegeniiber Bewegungen sind beispiels-
weise: der Winkel je zweier Geraden, die Lédnge einer
beliebigen Strecke; gegeniiber Translationen auBler-
dem: die Richtung jeder Geraden (d.h. thr Winkel
mit einer festen Richtung im Raum); gegeniiber Ro-
tationen: der Abstand jedes Punktes vom Drehpunkt.

Dagegen ist es fiir die Bewegungsgeometrie villig be-
langlos zu wissen — wie KLEIN selbst zu exemplifi-

zicren pflegte —, ob der Inkreismittelpunkt eines
Dreiecks 3 mm éstlicher liegt als der Umkreismittel-
punkt.

2. Fir die Ahnlichkeitslehre sind auBer den Be-
wegungen noch zugelassen die Streckumgen. Sie er-
zeugen aus einer Figur eine dhnliche in «perspektiver
Lage». Der Winkel entsprechender Richtungen in
Originalfigur und Bild bleibt erhalten, ebenso das
Verhiltnis enisprechender Strecken, nicht aber ihre
Linge. Bewegungen und Streckungen zusammen hei-
Ben die Ahnlichkeitstransformationen.

3. Der projektiven Geometrie liegen zugrunde die
Zentralprojektionen. Erhalten bleiben weder Winkel
noch Streckenverhiltnisse (um so weniger Strecken
selbst), erst das «Doppelverhiltnis» von 4 entsprechen-
den Strecken oder von 4 Richtungen ist einc Invarian-
te. Oder, um an das vorige Beispiel aus der Perspektive
anzukniipfen: die Eigenschaft einer Kurve, ein Kreis
zu sein, geht verloren, erhalten bleibt die umfassendere
Eigenschaft, zu den Kegelschnitten zu gehdren.

Durch die Willkiir in der Wahl der Grundgruppe
sind damit die Zweige der Elementargeometrie zu
selbstindigen Geometrien geworden, andererseits ist
Klarheit geschaffen iiber die gegenseitige Stellung der
{iber die Elementargeometrie hinausgehenden mannig-
faltigen geometrischen Forschungen. Insbesondere
wurde cine genaue Erklirung moglich, wie die soge-
nannten nichteuklidischen Geometrien in den Gesamt-
bau der Geometrie einzugliedern sind. Diese waren
aus den Untersuchungen zur Axiomatik herausge-
wachsen, in denen man sich durch Jahrhunderte be-
mithte, das «Parallelenaxiom» von Eukrip aus den
iibrigen Axiomen zu beweisen. Der Erfolg war, daB
es gelang, Modelle geometrischer Gebilde anzugeben,
in denen die meisten Axiome EUKLIDS erfiillt sind,
mit Ausnahme des Axioms von den Parallelen; das
verlangt: Zu einer gegebenen Geraden gibt es durch
einen Punkt auBerhalb genau eine parallele, d.h. sie
nicht schneidende Gerade. — Je nachdem zu einer
gegebenen «Geraden» durch einen Punkt auflerhalb
von ihr keine oder mehr als eine «parallele Gerade»



388

vorhanden sind, heiBen wir heute ein solches System
von Punkten und Geraden eine elliptische bzw. hyper-
bolische Geometriel.

Das am bequemsten zu iibersehende Modell einer
hyperbolischen Geometrie stammt von KLEIN (1871)2.
Es hingt mit der projektiven MaBbestimmung von
CaYLEY zusammen und besteht aus den Punkten im
Innern eines Kreises als « Punkten» und aus den Sehnen
des Kreises als «Geraden». Als «Bewegungen» er-
scheinen die projektiven Transformationen, die das
Kreisinnere auf sich abbilden. Ein anderes Modell hat
PoincarE3 angegeben, indem er die hyperbolische
Geometrie als Sonderfall der Geometrie der Kreisver-
wandtschaften statt der Projektivititen deutete. Die-
ses Modell ist sogar, wie die Darstellung der Modell-
frage iiberhaupt, in den Geometrieleitfaden fiir schwei-
zerische Mittelschulen eingegangen?.

KreiNs Idee der Geometrie als der Invarianten-
theorie einer Grundgruppe von Transformationen ist
aber mehr als ein Ordnungsprinzip. Sie vermittelt eine
Einsicht in das Wesen der geometrischen Forschung
und konnte daher der AnlaB zu neuen Unterneh-
mungen sein. Man kann ja nun von beliebigen Trans-
formationen ausgehen und die dazugehérige Invarian-
tentheorie entwickeln. Es zeigt sich dabei, wie anderen-
orts, daB die fiir die gesamte Forschung bedeutsamen
Typen nicht ins Uferlose vermehrt werden koénnen.
Neben den bereits erwidhnten Geometrien verdient vor
allem die Topologie Beachtung. Kein Geringerer als
LEIBNIZ hat sie zuerst ins Auge gefaBt, und zwar unter
dem Namen Analysis situss. Es liegen ihr solche Trans-
formationen zugrunde, die eine nach beiden Richtungen
eindeutige und beiderseits stefige Abbildung hervor-
rufen. Diese sogenannten «topologischen Transforma-
tionen» werden wir kurz und anschaulich als «Ver-
zerrungens bezeichnen. Einige Beispiele topologischer
Fragestellungen und dazugehdrender Invarianten
mogen ihre Bedeutung illustrieren. Die (auch histo-

1 W.und J.BoLvai, Geometrische Untersuchungen, heraus-
gegeben von P. Stickel (1913). — N. J. LOBATSCHEFSKIJ, Zwei geo-
metrische Abhandlungen, herausgegeben von F. Engel (1898). Teub-
ner, Leipzig.

2 F. KLEIN, Math. Ann. ¢, 573 (1871).

3 H. PoiNcARE, Acta math. I, 1 (1882).

% F. Gonsetn und P, Marri, Leitfaden der Planimetrie 11 (1936).
Orell FaBli, Ziirich.

5 G. G. LeisN1z, Math. Werke, ed. Gerhardt 5, 178 (1858).
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risch) ersten stammen von EULER, so das Konigs-
berger Briickenproblem?:

Der Pregel umflieBt eine Insel, genannt «der Kneip-
hof», und teilt sich nachher in zwei Arme. Es gibt
sieben Briicken wie auf der Figur, und die Frage ist,
«ob jemand seinen Spazierweg so einrichten konne,
dabB er jede dieser Briicken einmal und nicht mehr als
einmal iberschreite». EULER 16st die Aufgabe fiir den
allgemeinsten Fall, «wie auch die Gestalt des Flusses
und seine Verteilung in Arme, sowie die Anzahl der
Briicken ist». Ob ein einmaliger Ubergang iiber alle
Briicken r'niiglich ist, entscheidet EULER nach folgen-
den Regeln (sie geben eine Vorstellung von der Eigen-
art des Problems): «Wenn es mehr als zwei Gebiete
gibe, fiir welche die Zahl der Zugangsbriicken unge-
rade ist, so gibt es keinen Weg von der verlangten Art.
— Wenn die Anzahl der Zugangsbriicken nur fiir zwei
Gebiete ungerade ist, so gibt es Wege, vorausgesetzt,
daB man in einem dieser Gebiete beginnt. — Wenn es
aber gar kein Gebiet gibt, fiir welches die Zahl der
Zugangsbriicken ungerade ist, so kann man den ver-
langten Spaziergang ausfithren, gleichgiiltig in wel-
chem Gebiet man beginnt.» (Die Ubersetzung stammt
aus den Klassischen Stiicken der Mathematik von
ANDREAS SPEISER, einem eigenartigen Gegenstiick
ihrer musikalischen Namensvettern.)

Ein anderes Beispiel zur Topologie ist der Eulersche
Polyedersatz:

e+f—k=2.

Die Summe aus der Ecken- und Flichenanzahl ver-
mindert um die Kantenanzahl ist 2.

Etwa am Tetraeder: 44+4— 6=2,
am Wiirfel: 8+6-12=2.

Das entscheidende Merkmal fiir seinen Geltungsbereich
ist die Zusammenhangszahl der Oberflidche. Die Kugel
bietet das Muster einer Fliche mit einfachem, der
Kreisring (Rettungsring) einer solchen mit dreifachem
Zusammenhang. Die Zusammenhangszahl ist topo-
logisch invariant. Die angegebenen Polyeder haben
den Zusammenhang der Kugelfliche, denn sie lassen
sich («topologisch») so aufblihen, bis ihre Oberfliche
eine Kugel bildet. Bei einem Polyeder mit der Zu-
sammenhangszahl z gilt

e+f—kh=3—2z.

Weitere topologische Invarianten sind beispielsweise
die Anzahl von Schnittpunkten einer Kurve mit sich
selber (falls man auf die 1-1-Deutigkeit der Transfor-
mationen des Einbettungsraumes Gewicht legt), die
Orientierbarkeit oder schliefllich die Dimensionszahl
eines Gebildes. Der Nachweis der Invarianz ist im
letzten Falle nicht einfach.

1 L. EuLER, Petrop. Comm. 8, 128 (1741). — Werke (1) 7, 11
(1923), Teubner, Berlin.
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Die Topologie hat im 20. Jahrhundert ihren stirk-
sten Aufschwung genommen. RieMany hatte ihre
umfassende Bedeutung erkannt, POINCARE! eine sy-
stematisch verwendbare Form fiir sie gewonnen. In
ihrem algebraischen Teil treten wiederum Gruppen
in Erscheinung, und zwar diskrete Gruppen. Sie fin-
den hier nicht als Grundgruppen im Sinne KLEINs
Verwendung, sondern dienen zur Definition solcher
Eigenschaften der geometrischen Gebilde, die durch
topologische Transformationen nicht gedndert werden,
daher geeignet sind, die Gebilde topologisch zu cha-
rakterisieren. Eine vollstindige Kennzeichnung ist
bisher nur bei allen Flichen im dreidimensionalen
Raum gelungen, fiir Mannigfaltigkeiten von drei und
mehr Dimeénsionen kennt man nur in besonderen Fil-
len ein volles Invariantensystem. So hat sich die To-
pologie in den letzten Jahrzehnten in engster Ver-
bindung mit der Gruppentheorie entwickelt?, Erwihnt
sei insbesondere, daB der Begriff der Dimension eine
vertiefte Begriindung erhalten hat?

Eine Zusammenstellung der bisher besprochenen
geometrischen Gruppen zeigt die folgende Tabelle. Die
Anordnung ist so getroffen, daB von oben nach unten
die Gruppen immer umfassender, die Invarianten ent-
sprechend von wachsender Bedeutung (weil immer
weniger) sind, Tatsichlich kommt jede Invariante in
jeder vorhergehenden Gruppe auch vor, da die voran-
gehenden Gruppen stets Untergruppen der nach-
folgenden sind. Die Ordnung in diesem Aufbau er-
schlieBt sich ganz erst der eingehenden Betrachtung,

Translationen Rotationen
Bewegungen
Ahnlichkeits- Projektive
transformationen Transformationen

{Bewegungen, Streckungen)

\/

Topologische Transformationen

Die wichtigste Entdeckung KLEINS im AnschluB} an
CaYLEY war: Die Gruppe der Bewegungen 140t sich als
Untergruppe aus der projektiven Gruppe aussondern,
indem man solche projektive Transformationen allein
zuliBt, die ein quadratisches Gebilde in sich iiberfiih-
ren. (Sonderfille solcher Gebilde sind die Kugel und
ihre projektiven Bilder, unter Einschluf} des Imagini-
ren.) Je nach der Art des invarianten quadratischen

1 H. Poincarg, . école polyt. (2) 1, 1 (1895).

2 H. Serrert und W. TurerraLL, Lehrbuch der Topologie (1934),
Teubner, Leipzig.

? W. Hurewicz und H. WaLLMANN, Dimension Theory (1941).
Princeton University Press, Princeton.

E. ScuusarTH: Der Gruppenbegriff in der Geometric

389

Gebildes erhiilt man die Bewegungen der euklidischen
oder einer der nichteuklidischen Geometrien, wobei
der euklidische Fall eine Ausartung darstellt, (Vgl.
das Kreinsche Modell mit invariantem Randkreis.)

Ehe wir die Auswirkung der Idee FELIx KLEINS
weiterverfolgen, sei noch auf eine einfache geometri-
sche Charakterisierung der projektiven und der Ahn-
lichkeitstransformationen hingewiesen. Die Projek-
tivititen des dreidimensionalen Raumes sind genau
diejenigen Punkttransformationen, die Geraden wieder
in Geraden {iberfihren, ebenso Ebenen in Ebenen —
allgemein in Riumen von beliebiger Dimensionszahl
lineare Teilriume in solche gleicher Dimension. In
kartesischen Koordinaten werden daher die projek-
tiven Abbildungen durch lineare (im allgemeinen ge-
brochene) Funktionen dargestellt, Diese Tatsache
macht sie zu einem besonders wichtigen Gegenstand
der Forschung. Die Ahnlichkeitstransformationen
andererseits sind diejenigen Punkttransformationen
des dreidimensionalen Raumes, die Kugeln tn Kugeln
tiberfithren. Sie sind in Riumen von drei und mehr
Dimensionen die einzigen konformen Abbildungen,
d.h. solche, die die Winkel ungeiindert lassen.

Besondere Beachtung verdient schliellich die Tat-
sache, daf bei geeigneter Wahl des Raumelements die
genannten Geometrien alle als Invariantentheorie
einer linearen Grundgruppe erscheinen in Réumen
héherer Dimensionszahl. Wihrend beispielsweise die
konformen Transformationen des dreidimensionalen
Punktraums durch quadratische Funktionen der
Punktkoordinaten darzustellen sind, werden die ana-
lytischen Ausdriicke fiir dieselben Transformationen
linear, wenn man als Elemente des Raumes nicht die
Punkte, sondern die Kugeln zugrunde legt. Im Falle
der Kreisverwandtschaften in der Ebene kann man
das bequem durch eine geeignete Abbildung verfolgen.
Man denke sich die Ebene der Kreise als Tangential-
ebene im Siidpol eines Globus, Eine Zentralprojektion
vom Nordpol aus ordnet jedem Punkt der Ebene
{auBler dem Nordpol) den zweiten Schnittpunkt des
Projektionsstrahls mit dem Globus zu. Die Kreise in
der Ebene werden dabei auf Kreise in der Kugelfliche
abgebildet; diese werden aber aus der Kugel durch
Ebenen des Umgebungsraumes ausgeschnitten. Da-
her ist die Gruppe der Kreisverwandtschaften in der
Tangentialebene «isomorph» der Gruppe von linearen
Transformationen des dreidimensionalen Raumes, die
den Globus in sich transformieren. Diese beiden Grup-
pen sind ihrer Struktur nach, als abstrakte Gruppen,
iiberhaupt nicht zu unterscheiden. Die methodische
Wichtigkeit solcher Ubertragungen, wie sie das letzte
Beispiel zeigt, ist besonders augenfillig.

Wir sind nun wiederholt Transformationen begeg-
net, die eine krumme Linie oder Fliche in sich iiber-
fithren. Mit der Kurvenkriimmung befassen sich bereits
die Erfinder der Differentialrechnung, als erster
Huvcens. Die genaune Fassung des Begriffs der Fla-
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chenkritmmung verdankt man Gavuss! und ihre Er-
Orterung bei Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension
RiemMaNN? Die Kriimmung ist offenbar eine echt geo-
metrische Eigenschaft, also ein weiteres Beispiel einer
Bewegungsinvarianten; allerdings gehort sie, wver-
glichen mit den frither erwihnten, zu einer anders-
artigen Klasse, den sogenannten Differentialinvarian-
ten. Mit ihnen beschiftigt sich die Differentialgeome-
trie, das ist die Geometrie, insofern sie ihre Gegenstiinde
in einem beschrinkten Gebiet behandelt und darauf
die Methoden der Infinitesimalrechnung anwendet. Es
leuchtet ein, daB gerade in dieser Hinsicht die Ideen
des Erlanger Programms ein gewaltiges Arbeitsfeld
erschlossen haben: Konnte man doch systematisch die
seit EULER bis zu RIEMANN gewonnenen Erkenntnisse
aus der Differentialgeometrie der Bewegungsgruppe
auf die anderen geometrischen Gruppen ibertragen.
Wihrend aber schon KrLEINS Programmschrift selbst
zuniichst keinen starken Widerhall ausléste — KLEIN
hat sie zwanzig Jahre nach ihrem Erscheinen in den
Mathematischen Anmalen® wieder abgedruckt —, lieB
die Bearbeitung der Differentialgeometrie nach seinen
Gesichtspunkten weitere Jahrzehnte auf sich warten.
Immerhin hat die projektive Differentialgeometrie der
Kurven bereits in den siebziger Jahren durch Har-
PHEN eine Bearbeitung erfahren, im Anschlufl an die
Invariantentheorie der linearen Differentialglei-
chungen. LiE und DaArRBOUX brachten Ansitze zu
einer projektiven Flichentheorie, Amerikaner, Ita-
liener und Tschechen haben sie weiter ausgebaut. Eine
breitangelegte Bearbeitung setzte wihrend des ersten
Weltkrieges in Deutschland unter der Fithrung von
BrascuEKE ein. Er hat mit vielen Mitarbeitern der Reihe
nach die affine, die konforme und die topologische
Gruppe zum Gegenstand differentialgeometrischer Un-
tersuchungen gemacht. Im letzten Fall sind besondere
Voraussetzungen iber die Differenzierbarkeit der
Abbildungsfunktionen hinzuzunehmen — wahrend die
Ergebnisse auch wieder Licht werfen auf Fragen der
Axiomatik, z.B. wo von diesen engeren Voraus-
setzungen nicht mehr die Rede ist. Tatséchlich hat die
Erforschung der Grundlagen der Geometrie von hier
aus einen starken neuen Antrieb erfahren. Das be-
zeugen die in zusammenfassenden Darstellungen vor-
liegenden Untersuchungen von THoMSEN und REIDE-
MEISTER, dic HILBERTS grundlegendes Werk entschei-
dend weiterfithren und wiederum auf die Theorie der
Gruppen zuriickstrahlen!. — Undenkbar wire ferner

1 C.F. Gauss, Comm. Soc, reg. Gottingensis rec. Vol.VI ad a
1823-27. Werke 4, 220.

2 B. Riemany, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu-
grunde liegen (Habilitationsschrift 1854). — Math. Werke, 2. Aufl.,
172 (1872).

3 F. Krein, Math, Ann. 43, 63 (1893).

4 W, Brascuke und G. Bow, Geometrie der Gewebe {1938). Sprin-
ger, Berlin, ~ D. HiLBerT, Grundlagen der Geometrie (1. Aufl. 1899).
Teubner, Leipzig - K. ReipeMeister, Grundlagen der Geometrie
(1930). Springer, Berlin, — H. THoMsEN, Grundlagen der Elemen-
targeometrie (1933). Teubner, Leipzig.
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ohne KLEINS bahnbrechende Arbeit und ihren Nieder-
schlag in der Mathematikergeneration der Jahrhundert-
wende die mathematische Formulierung der Rela-
tivitdtstheorie und deren Wirkung auf Fachleute und
Laien in der Nachkriegszeit. K1EIN selbst hat diese
Entwicklung in Vorlesungen nachgezeichnet, die nach
seinem Tode als einzigartige Problemgeschichte der
Mathematik im 19. Jahrhundert herausgekommen
sind?.
II.

Man sollte meinen, daf mit der grindlichen Ab-
kldrung des Begriffs der Geometrie und den geschil-
derten Auswirkungen die Bedeutung des Erlanger
Programms erschopft. sei. Tatsdchlich wird es aber,
solange eine geometrische Forschung besteht, immer
neu zur Geltung kommen. Ein wichtiges derartiges
Beispiel ist bereits zu verzeichnen. Thm soll der letzte
Teil meines Berichtes gewidmet sein.

Vorausschicken muf} ich eine Ertrterung des Paral-
lelismus. Sie wird uns mit einigen Hauptfragen der
Differentialgeometrie bekannt machen. Wir haben
schon gesehen, welch hervorragende Stelle in der
Geometrie der Parallelenbegriff einnimmt. Parallel
nannten wir bisher {(mit EuxLip) zwei Geraden, wenn
sie keinen Schnittpunkt haben. Wir konnen aber auch
auf die Eigenschaft abstellen, daB sie die Bahnkurven
ein und derselben Translation sein sollen. Es gibt
Geometrien, in denen die beiden Erklirungen nicht
dasselbe treffen. In unserem Zusammenhang wird die
zweite besonders interessieren, da sie den Parallelismus
mit einem wichtigen Begriff der Gruppentheorie ver-
bindet.

Es ist eine bedeutende und auch dem Nichtfachmann
erkldrbare Frage der Bewegungsgeometrie, welche
Richtungen auf einer gekrimmten Fliche als parallel
gelten sollen. Der Parallelismus auf einer Fliche hat
vor einem Vierteljahrhundert eine Erklirung erfahren,
die, wie wir sehen werden, mit der Gruppentheorie
aufs engste verkniipft werden kann. Sie stammt von
LEvI-CiviTA? und gleichzeitig von HESSENBERG? und
enthiillt den geometrischen Gehalt des von Riccr und
Levi-CivitA um 1900 geschaffenen sogenannten «ab-
soluten Differentialkalkiils», der (als Tensorkalkiil)
einen groBen Teil der heutigen mathematischen Physik
beherrscht.

Wir brauchen einige elementare Kenntnisse aus der
Fliachenlehre. Die Kriimmung einer Fliche in einem
vorgegebenen Punkt ist nicht nur invariant gegen Be-
wegungen der starren Fliche. Sie bleibt auch erhalten
bei einer Flichenverbiegung. Das ist die fundamen-
tale Entdeckung, die Gauss in seinen Disquisitiones

1 F. KvEN, Die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert
(1926). Springer, Berlin.

2 T.Levi-Crvird, Rend. Circ. Mat. de Palermo 42,173 (1917); Le-
zioni di calcolo differenziale assoluto (1925). Stock, Roma (Dcut-
sche Ausgabe: Springer, Berlin 1928),

3 G. HEssENBERG, Math. Ann. 748, 187 (1917).
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circa superficies curvas dargestellt hat (erschienen
1827). Die Kriimmung ist damit als eine Eigenschaft
der inmeren Geometrie der Flache erkannt, die un-
abhéngig ist von ihrer Einbettung im wumgebenden
Raum von drei Dimensionen, wenn GAuss diesen auch
noch zur Herleitung seiner Ergebnisse beniitzt hat.
Alle Flichenstiicke, die sich ohne Verzerrung auf die
Ebene «abwickeln» lassen, und nur diese haben dem-
nach iiberall die gleiche Kriimmung 0 wie die Ebene,
z.B. Stiicke eines Kreiskegels oder Kreiszylinders
{und zwar in jeder Faltung, die wir dem aufgeschnit-
tenen Mantel geben mdogen).

Fiir ein abwickelbares Flichenstiick erklirt nun
Levi-CrvitA: Eine Flichenrichtung (d.h. Tangenten-
richtung an eine Flichenkurve) soll parallel heiBlen
zu einer Flichenrichtung in einem zweiten Flichen-
punkt, wenn bei der Abwicklung der Fliache auf eine
Ebene die Bilder der beiden Flichenrichtungen im ge-
wishnlichen Sinn parallel werden.

Fig. 4.

d=9
Fig. 5.

Beispiele (Fig. 4 und 5):

1. Eine Schraubenlinie auf einem Kreiszylinder wird
in der Abwicklung des Zylinders eine Gerade. Die
Tangentenrichtungen lings der Schraube sind also
untercinander flichenparallel (obwohl nicht parallel
im umgebenden Raum).

2. Kreiskegelmantel: Ubertrigt man eine Tangen-
tenrichtung an den Randkreis flichenparallel dem
Rand entlang bis zum Ausgangspunkt zuriick, so er-
fihrt sie eine Abdrehung, die aus der Abwicklung des
Mantels zu erschen ist. (Sie ist gleich dem Netzwinkel.)

Der so erklirte Parallelismus ist offenbar invariant
gegen Verbiegungen der Fliche, denn die Abwicklung
ist selbst eine Verbiegung. Aber eine Ubertragung des
Flichenparallelismus auf nichtabwickelbare Flichen
scheint nach der Definition von LEVI-CIvITA zundchst
nicht méglich. Hier setzt ein neuer Gedanke ein mit
einer Verallgemeinerung, die — wie der weitere Ver-
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lauf zeigt — genau das Wesentliche trifft. Auf einer
nichiabwickelbaren Fliche, erklirt LEvi-CIvITA weiter,
kann man den Parallelismus wie vorhin wenigstens
lings einer Kurve definieren. Denn die Tangential-
ebenen der Fliche lings irgendeiner Flichenkurve
umbhiillen eine abwickelbare Fliche; wir wollen sie
die Hiillfliche lings dieser Kurve nennen. Fiir die
Hullfliche sei nun der Parallelismus wie vorhin er-
klirt mit Hilfe ihrer Abwicklung auf eine Ebene.
Welche Richtung in einem Punkt zur gegebenen Rich-
tung in einem anderen Punkt parallel heiBen soll,
hingt jetzt vom Weg auf der Fliche zwischen den bei-
den Punkten ab, lings dessen die fiir die Erklirung
paralleler Richtungen maB8gebende Hiillfliche zu bil-
den ist. Setzt man zwei verschiedene Wege auf der
Fliche von ein und demselben Anfangspunkt nach
dem gleichen Endpunkt zu einem geschlossenen Weg
zusammen, so wird nach dem Umfahren dieses ge-
schlossenen Weges eine bestimmte Ausgangsrichtung
in eine andere abgedreht erscheinen, aufler wenn das
Flichenstiick iiberall das Krimmungsmafl 0 der
Ebene hat und daher auf diese abwickelbar ist. Diese
Uberlegungen lassen iiberraschend einige Kernstiicke
der klassischen Flichentheorie in neuem Licht er-
scheinen?®, So wird die Flichenkritmmung durch ein Ver-
fahren der inneren Geometrie der Fliche erfaBt; sie
erweist sich ndmlich als Grenzwert des Quotienten
aus der Abdrehung und dem Inhalt des umfahrenen
Flichenstiicks, wenn man die Randkurve auf den be-
treffenden Punkt zusammenzieht. Andererseits er-
geben sich frappante Erklirungen fiir besondere Klas-
sen von- Flichenkurven; ihre Eigenheiten werden
durch den Begriff der infinitesimalen Parallelverschie-
bung unmittelbar in Evidenz gesetzt. Hierfiir zwei
Beispiele:

1. Geodiitische Linien sind solche, die man beschreibt,
wenn man von einem Punkt der Fliche sich stets
flichenparallel zur Ausgangsrichtung fortbewegt; sie
sind also die Bahnkurven einer Parallelverschiebung
auf der Fliche, entsprechend der euklidischen Defini-
tion der Geraden in der Ebene. Eine geoditische Linie
wird ndmlich bei der Abwicklung der ihr zugeordneten
Hillfliche zu einer Geraden.

2. Asymptotenlinien sind dadurch ausgezeichnet,
dafl lings solchen Flichenkurven flichenparallele
Richtungen zugleich parallel im Einbettungsraum sind;
aus diesemn Grund ist z. B. jede Gerade auf einer Fliche
Asymptotenlinie.

Rekapitulieren wir den Grundgedanken an einem
aktuellen Beispiel: Welche Richtungen sollen wir in
Bern und in Moskau parallel nennen? Die gewohnte
Gleichsetzung der Nordrichtungen an verschiedenen
Orten der Erdoberfliche ist willkiirlich mit den geo-
graphischen Koordinaten verbunden und flieit keines-
wegs aus der inneren Geometrie der Kugelfliche. Sie

1 Vgl H. Wevy, Raum, Zcit, Materie, 5. Aufl. 1923, Springer,
Berlin. S. 825, Anmerkung 9 zu Kap. Il.
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versagt ja auch an den «Poleny, trotzdem diese nicht
geometrisch, sondern physikalisch, bei der Erdrotation,
ausgegzeichnet sind. Tatsdchlich kann man die Rich-
tungsrose in Bern nicht unmittelbar vergleichen mit
der in Moskau, weil die beiden nicht in der glei-
chen Tangentialebene der Erdkugel liegen. Dagegen
ist es eine der Geometrie auf der Kugel gemiBe
Festsetzung, wenn wir die Tangentenrichtungen lings
des gemeinsamen GroBkreises zwischen Bern und
Moskau parallel nennen. Denn die zu ihm gehérende
Hillfliiche ist ein Zylinder, der mit ihr in die Ebene
abgewickelte GroBkreis eine Gerade. Die so erklirte
geoditische Richtungsilibertragung ist nicht vom
Wege unabhingig: nach dem Umfahren eines ge-
schlossenen Vielecks mit geodétischen Seiten, z.B.
eines GroBkreisdreiecks, erscheint die Ausgangsrich-
tung abgedreht um einen Winkel proportional der um-
fahrenen Fldche. Die Abbhingigkeit der Richtungs-
iibertragung vom durchlaufenen Weg ist der innergeo-
metrische Ausdruck fiir die Tatsache, daB ein Kugel-
stiick nirgends die Kriimmung 0 hat und daher nicht
ohne Verzerrung sich auf die Ebene abwickeln 148t.

1L

Was haben diese Erorterungen iiber Parallelver-
schiebung auf einer Fliche mit unseren Betrachtungen
tiber Gruppen in der Geometrie zu tun? Nachdem be-
sonders HErRMANN WEYL die Bedeutung der Ent-
deckung von HEssENBERG und LEvi-CiviTA hervor-
gehoben und eine erste Verallgemeinerung angegeben
hatte, die ihm den Einbau des elektromagnetischen
Feldes in die Metrik der Relativitdtstheorie zu er-
mdglichen schien, ist es dem bedeutendsten neueren
Geometer, ELIE CARTAN, gelungen, in folgender Weise
den Zusammenhang klarzustellen und noch umfassen-
der systematisch zu verarbeiten?!:

Die «Abwicklung» einer Fliche (der Hiillfliche bei
LEvI-C1viTA) ist eine Abbildung der Umgebung unserer
Verschiebungskurve auf eine Ebene, wenn man will
auf die Tangentialebene der urspriinglichen Fliche im
Anfangspunkt der Verschiebung, und zwar eine Ab-
bildung mittels Transformationen der Bewegungs-
gruppe. Diese Deutung der « Parallelverschiebung» war
fiir CARTAN der Angelpunkt zur Uberwindung einer
ernsthaften Schwierigkeit, die sich beim Versuch, die
Ansichten von RIEMANN mit der Kirinschen Idee der
Geometrie zusammenzubringen, ergibt.

Eine krumme Flache ist ein anschauliches Beispiel
fiir das, was die Mathematiker einen Riemannschen
Rawm nennen, und wie er z.B. — mit der Dimensions-
zahl 4 — in der Relativititstheorie verwendet wird.
In einem solchen zweidimensionalen RiemanNschen
Raum, also einem gewdhnlichen Flichenstiick mit
von Punkt zu Punkt wechselnder Kriimmung, ist es
nicht méglich, nach KiLeIns Idee eine innere Geometrie

1 E. CarTaN, C. R. Acad. Sci. 174, 593 (1922),
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zu erkliren durch die Forderung, man solle auf seine
Punkte eine Bewegungsgruppe anwenden. Denn es
steht kein homogener zweidimensionaler Raum zur Ver-
fligung, in dem die Transformationen zur Anwendung
kommen kénnten — im Gegensatz zum dreidimensiona-
len euklidischen Einbettungsraum, in dem eine Dif-
ferentialgeometrie der Fldchen in der vorher geschil-
derten Weise erkldrbar ist.

Die Forderung der Homogenitdt — im Sinne der
frelen Beweglichkeit starrer Korper — hat schon
Riemannt und Heimzor1z? zu eingehenden Unter-
suchungen veranlaBt, und Lie? hat das Ergebnis von
HeimHOLTZ mit exakteren mathematischen Hilfs-
mitteln bestitigt und auf beliebig viele Dimensionen
erweitert. Die verlangte Homogenitat fiir eine Bewe-
gungsgruppe besitzen danach nur die RiemanNnschen
Réiume konstanter Kriilmmung; je nachdem die Kriim-
mung 0, gréBer oder kleiner als 0 ist, sind euklidische,
elliptische oder hyperbolische Bewegungen mdglich?

Die Abwicklung der Hiillfliche bei LEvI-CiviTds
Erklirung des Flichenparallelismus ist ein besonderer
Fall des Verfahrens, nach dem CARTAN allgemein vor-
geht, um inhomogene Riaume dem Gedanken KrEins
zuginglich zu machen. Ich erklire wieder am Beispiel
von zwel Dimensionen. CARTAN ordnet jedem Flichen-
punkt eine homogene Ebene zu, die den Flichenpunkt
enthilt (z.B. die Tangentialebene), und fithrt diese
Ebenen in verschiedenen Flidchenpunkten sukzessive
durch eine Abbildung lings eines beliebigen Weges
in der Fliche aufeinander zuriick, so daB ein Flichen-
streifen in der Nachbarschaft dieses Weges in diejenige
homogene Ebene abgebildet wird, die dem Anfangs-
punkt zugeordnet war. Diese bildet das Operations-
feld fir eine Transformationsgruppe, deren Invarian-
tentheorie zu studieren ist. Im Sinne des Erlanger Pro-
gramms kann die Grundgruppe irgendeine geometrische
Gruppe sein und dementsprechend hat dann auch die
besprochene Abbildung des Flidchenstreifens mit
Transformationen dieser Gruppe zu geschehen (statt
mit Kongruenztransformationen wie bei LEvI-CiviTA).

Ein mit einem solchen Abbildungsgesetz ausge-
statteter Raum heit ein Carianscher Raum, je nach
der verwendeten Grundgruppe bezeichnet man ihn als
mit einem euklidischen, affinen, konformen oder pro-
jektiven Zusammenhang versechen. Die Transfor-
mation, die ein Punkt in der ihm zugeordneten homo-
genen Ebene erfihrt, wenn man die Abbildungen suk-
zessiv ldngs eines geschlossenen Weges ausfiihrt, ist
natiirlich in der Grundgruppe enthalten, und die so
erzeugten Transformationen, die allen moglichen Umn-

1 B. Riemanny, L. c.

2 H.v. HeLmuorrz, Nachr. K. Ges. Wftn. Gottingen, math.
phys. KL, 1868, = Wissenschaftl. Abh. 2, 618 (Leipzig 1883).

3 8. Lie und F.EncEer, Theorie der Transformationsgruppen.
1888-93, Teubner, Leipzig.

4 Vgl. H. WevL, Mathematische Analyse des Raumproblems.
(1923). Springer, Berlin. — Philosophie der Mathematik und Natur-

wissenschaft. 1927, Handbuch der Philosophie, Abt. I1A. Clam-
bourg, Miinchen,
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laufen vom selben Punkt aus entsprechen, bilden daher
insgesamt eine Untergruppe der Grundgruppe. CAR-
TAN nennt sie die Holonomiegruppe des Raumes — sie
ist fiir alle seine Punkte dieselbe. Sie ist ein Ausdruck
fiir den Grad seiner Inhomogenitit und beschreibt
seine Abweichung vom KikiNschen Typus. Sonder-
fille CaArTANscher Riume sind der euklidische Raum,
wo die Holonomiegruppe aus der identischen Trans-
formation allein besteht, und die Rdume von RIEMANN,
wo die Holonomiegruppe nur Rotationen, aber keine
Translation enthilt, wie wir es bei der Parallelver-
schiebung nach Levi-CivitA beschrieben haben. In
weitere Einzelheiten einzudringen ist hier nicht der Ort?,

Dagegen darf ich wohl zum AbschluB auf eine be-
sondere Leistung CARTANS (zusammen mit dem Hol-
linder ScrHoOUTEN) aufmerksam machen, weil sie
ecinen fiir die Denkweise des Mathematikers typischen
«RiickschluB» zeigt: die Anwendung der gewonnenen
Theorie auf die Ausgangselemente, das sind hier die
Gruppentransformationen. Es steht nichts im Weg,
die Transformationen einer Gruppe selbst als Punkte
der sogenannten Gruppenmannigfaltigkeit zu unter-
suchen?. So bilden z.B. die Bewegungen in der Ebene
eine Gruppe mit drei Parametern, d.h. frei verdnder-
lichen Bestimmungsstiicke, zwei davon fiir die Trans-
lationen, einen fiir die Rotationen, und sind also durch
die Punkte eines dreidimensionalen Raumes darstell-
bar. Im Gruppenraum werden mit Hilfe der jeder kon-
tinuierlichen Gruppe zugeordneten zwei Parameter-
gruppen drei Arten von Parallelismen definiert. In
ihren Eigenschaften spiegelt sich der groBte Teil der
sogenannten Hauptsitze von SopHUs LIE aus der
Theorie der kontinuierlichen Gruppen wider und
prdsentiert sich so in geometrischem Gewand. Als
geoditische Linien im Gruppenraum erscheinen die
Punktmengen, die zu den Transformationen der ein-
parametrischen Untergruppen der Ausgangsgruppe ge-
horen; sie itbernehmen die Rolle der Geraden und er-
filllen bei geeigneter Interpretation sogar die vierte
Definition im I. Buch der Elemente von EUKLID:
«Gerade ist eine Linie, die zu ihren Punkten gleich-
miBig (4§ foov) liegt.»

Die CarTaNschen Riume haben bisher besonders in
der Theorie der kontinuierlichen Gruppen Verwendung
gefunden. Es ist zu vermuten, daB ihre Bedeutung
eines Tages, wenn sich die Physik wieder intensiver
der Betrachtung des Kontinuums zuwendet, in einem
weiteren Umfang sichtbar wird.

In einem Riickblick stellen wir fest, daB der Grup-
penbegriff uns zunichst als ordnendes Prinzip be-

1 Vgl. E. CarTaN, Selecta (1939). Gauthier-Villars, Paris.
2 E. CarTaN, J. Math. 6, 1 (1927).
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gegnet ist, aber dariiber hinaus sich als integrierender
Bestandteil fiir die Konstituierung des geometrischen
Raumes erwiesen hat. Das zeigten bereits die Unter-
suchungen von HELMHOLTZ und LIE, die spéteren be-
stidtigen es in einem neuen Ausmafl. Man ist versucht,
im Gruppenbegriff einen AusfluB zu sehen aus jenem
«Entwurf der Vernunft», von dem KANT in einprig-
samer Vereinfachung gesagt hat, daB wir thn nicht
aus den Gegenstinden herausholen, sondern ihn in
diese hineinlegen. Er ist, wie die reinen Verstandes-
begriffe XanNTs, «nicht bloB ein Vermégen, durch
Vergleichen der Erscheinungen sich Regeln zu machen;
er ist selbst die Gesetzgebung vor die Natur».

Wenn ohne die genaue Kenntnis der historischen
Situation diese Worte KANTs vielleicht miBverstind-
lich sein mdégen, so ist doch auf eine andere Analogie
hinzuweisen erlaubt. So wie es KANT darauf ankam,
die «Vernunft» gegen eine rein rationalistische Posi-
tion abzuheben, so diirfte ein Uberblick wie der eben
vorgenommene geeignet sein, eine Vorstellung davon
zu vermitteln, dafl die Arbeit des Mathematikers nicht
allein in der Logik der Begriffe verankert ist, wennauch
das fixierte System, das er als Ergebnis anbictet, und
die schulmaBige Einiibung seiner Methoden den Aulen-
stehenden allzu leicht zu diesem Urteil verleiten kénnen.

Summary

(I) In the Evianger Programm (1872) FiLiX KLEIN
gives a new definition of geometry as a theory of invari-
ants of a transformation-group. In this way a method
was given which classifies by a common point of view
the different branches of the elementary geometry (of
congruent, affine, projective, conform transformations).
Moreover KLEIN gave a more detailed description of
the essential character of a geometrical theory, discov-
ering a common property of their different realizations.
KrLEIN was able to subordinate the non-euclidean
geometry under projective geometry with the aid of
CAYLEY'’s theory of quantics. KLEIN's conception turns
out to be very prolific in the development of topology
and in the systematical exploration of differential geo-
metry corresponding to different groups and so it was
fundamental to the mathematical theory of relativity.

(II) The notion of parallclism in a space with curvature
different from zero was introduced by HESSENBERG and
Levi-CiviTA (1917), We can describe the essential idea
by surfaces in an euclidean space: this parallelism is (a)
absolute, when the surface has a curvature equal to zero,
(b) a «parallelism along a curve» in the other case.

(ITI) KLEIN's idea is applicable only to spaces having
constant curvature. The conception of parallelism by
Levi-CiviTd was further developed by E. CARTAN in a
form which makes it possible to extend KLEIN's point of
view to more general spaces. CARTAN’S spaces appear in
the theory of continuous groups, they allow us to find a
geometrical form of the theory due to S. Lie. We
know therefore that the notion of group is an essential
part in constituting mathematical space.



